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UNIDAD ll. PRINCIPIO DE LAS CASILLAS

El principio de conteo más útil es desde luego el más sencillo. Aquí lo presentamos y se basa en la siguiente idea, si hay tres canicas que se reparten entre dos niños, a un niño le tocan dos (quizás las tres, pues se admite que un niño puede quedar con cero canicas). Una primera versión de éste principio se puede enunciar de la siguiente manera:

"Si (n + 1) objetos se deben de acomodar en n casillas, en alguna de las casillas hay más de un objeto".

Este resultado se conoce como el Principio de las casillas, también es llamado el Principio de Dirichlet, o Principio de las palomas. Peter Dirichlet fue el primero en utilizarlo en teoría de números en el siglo XIX.

Su validez es evidente, pero si desea uno convencerse, piense qué pasaría si en cada casilla hay lo más un objeto, entonces tendríamos que en las casillas hay acomodados a lo más n objetos, lo que es una contradicción si consideramos que se han repartido los   n + 1 objetos.

La mayoría de las veces, este resultado ayuda a resolver problemas de existencia; de garantizar si dentro de una serie de hechos (finitos o infinitos) hay la certeza de que sucede alguna situación especial. Así el principio es una afirmación puramente existencial; sin embargo, no da indicaciones de cómo llegar a la situación especial que se garantiza la existencia.

Reconocer cómo y cuándo deberá usarse el principio requiere de cierta práctica que intentaremos dirigir en esta serie de ejercicios y problemas. Detectar quiénes serán los objetos y quiénes serán las casillas, es la parte central para utilizar el principio. Desde luego hay situaciones claras de quiénes son los objetos y quiénes las casillas, veamos algunos ejemplos.

En un grupo de tres personas hay dos del mismo sexo. 

En un grupo de 13 personas hay dos que nacieron el mismo mes. 

En un grupo de 366 personas hay dos que tienen el mismo día de cumpleaños.

 En los tres casos los objetos son las personas y las casillas, evidentemente son, los dos sexos, los doce meses del año, y los 365 días del año respectivamente. 

Ejemplo 1. 5 palomas vuelan hacia un palomar de 4 agujeros, entonces en uno de los agujeros hay dos o más palomas. En general, si (n+1) palomas están en n agujeros, por lo menos uno de los agujeros contiene dos o mas palomas.

Ejemplo 2. Una línea no puede cortar internamente a los tres lados de un triángulo.
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Solución: Este ejemplo es el primero donde hay una primera dificultad: debemos decir quiénes son los objetos y quiénes son las casillas. Las  casillas son los dos semi- planos que determina la línea, los objetos serán los vértices del triángulo. Observemos que si dos vértices del triángulo se encuentran en uno de los semiplanos, el segmento (lado del triángulo) que ellos determinan no será cortado por la línea.

Pidamos primero que la línea no pase por alguno de los vértices del triángulo. Por el Principio de las casillas hay dos puntos en alguno de los semiplanos (quizás los tres), luego alguno de los lados no será cortado por la línea. Si la línea pasa por alguno de los vértices, esta podrá cortar a lo más a uno de los lados. 

Ejemplo 3. De cinco puntos dentro o sobre los lados de un triangulo equilátero de lado 2 hay dos cuya distancia entre ellos es menor o igual a 1. 

[image: image4.png]



Solución: Aquí la situación es un poco más delicada. Aquí hay que crear las casillas; los objetos son los cinco puntos y buscamos dos de ellos a una distancia menor o igual que uno. Si dividimos en casillas de manera que: dos en una casilla garanticen que su distancia es menor o igual que uno, terminamos. Se sugiere entonces crear cuatro casillas, al dividir los lados del triángulo con sus puntos medios y al unir estos con segmentos de línea se forman cuatro triángulos congruentes de lado 1.

Por el Principio de las casillas, de los cinco puntos dados, hay dos puntos en alguno de los triángulos pequeños, estos dos puntos son los buscados. 
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Ejemplo 4. De entre cinco puntos del plano con coordenadas enteras hay dos cuyo punto medio también tiene coordenadas enteros. 

Primero observemos que el punto medio (
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), de dos puntos de coordenadas enteras (a,b) y (c,d), tendrá también coordenadas enteras, si a y c son ambos pares o ambos impares, esto es si tienen la misma paridad, también b y d deben tener la misma paridad. Dividamos a los puntos de coordenadas enteras de acuerdo a la paridad de sus coordenadas, esto generará cuatro clases que representaremos así: (P, P), (P, I), (I, P), (I, I), y que son las clases de puntos de coordenadas enteras donde sus coordenadas son las dos pares, la primera par y la segunda impar, la primera impar y la segunda par, y las dos coordenadas impares, respectivamente. Estas clases serán las casillas. Desde luego todo punto de coordenadas enteras pertenece a una de las casillas. Por el Principio de las casillas hay dos puntos de los cinco en la misma casilla, por lo que dos de los puntos tienen la primera coordenada de la misma paridad y tiene la segunda coordenada de la misma paridad, por tanto su punto medio será de coordenadas enteras. 

Hemos señalado que el usar y explotar el Principio de las casillas, requiere cierta habilidad que la práctica va dando. Los problemas que presentamos aquí buscan eso, practicar. 

EJERCICIOS
1. En un triángulo de área 4 se colocan 9 puntos. Muestre que hay tres de ellos que forman un triángulo de área menor o igual que 1. 

2. Demuestre que un triángulo equilátero de lado 1 no puede ser cubierto totalmente con dos triángulos equiláteros de lados menores que 1. 

3. Con los vértices de una cuadrícula de 6 x 9 se forman 24 triángulos. Muestre que hay dos triángulos que tienen un vértice común. 

4. En un triángulo equilátero de lado 3 se colocan 4 puntos. Muestre que hay dos de ellos a una distancia menor o igual a  
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5. En un cubo de lado 10 se colocan 999 puntos. ¿Es posible encontrar un cubo de lado 1 dentro del cubo de lado 10 que no contenga alguno de los puntos? 

6. ¿Pueden las casillas de un tablero de 3 x 3 llenarse con números del conjunto { -1, O, 1}, de manera que la suma de los números en cada renglón, en cada columna y en cada diagonal sean diferentes? 

7. Cumpleaños en el estadio.  A un estadio de fútbol han asistido 3700 espectadores. ¿Cuántos de ellos, como mínimo, cumplen años el mismo día?

8. El once.  Si del subconjunto de números naturales 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 extraemos 6 números, con seguridad habrá dos que suman 11.

9. En un grupo de 8 personas, demostrar que hay al menos 2 cuyos cumpleaños caen el mismo día de la semana.

10. Se sortean 11 números telefónicos para un premio. Mostrar que hay al menos 2 números que coinciden con el ultimo dígito.

11. Pongo más de 100 monedas en 2 bolsas. Demostrar que al menos una de las bolsas tiene más de 50 monedas.

12. Se seleccionan 3 números enteros positivos que suman 19. Demostrar que al menos uno de ellos es mayor o igual que 7.

13. En una caja hay 10 libros en francés, 20 en castellano, 8 en alemán, 15 en ruso y 25 en italiano. ¿Cuantos debo sacar para estar seguro de que tengo 12 en un mismo idioma?

14. En un bar hay 95 mesas y un total de 465 sillas. ¿Podemos asegurar que hay una mesa con 6 sillas?

15. ¿Cuantas veces hay que tirar un dado para asegurarse de sacar por lo menos 2 veces el mismo número?
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